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Введение

В различных исследованиях группы Ли используются, будучи представлен-
ными в форме групп аффинных преобразований в аффинном пространстве.
Имеются различные способы построения таких представлений. В этой статье
строится аффинное представление 3-мерных разрешимых групп Ли методом
Ямагучи [1,2].

1. Аффинные представления групп Ли

Пусть 𝐺 – вещественная связная группа Ли. Она допускает аффинное пред-
ставление, если существует гомоморфизм

𝛼 : 𝐺→ Aff(R𝑛) ∼= 𝐺𝐿(R𝑛),

𝐺 ∋ 𝑔 :→ 𝛼(𝑔) ∈ Aff(R𝑛),

где Aff(R𝑛) – группа аффинных преобразований 𝑛-мерного арифметического
пространства R𝑛, или, равно, общих линейных преобразований пространства
R𝑛.

2. Метод Ямагучи

Пусть дана 𝑛-мерная группа Ли 𝐺𝑛, её алгебра Ли g𝑛 с базисом 𝑋1, ..., 𝑋𝑛.
Строим представление

Λ : g𝑛 → gl(g𝑛),
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Λ(𝑋𝑖) : g𝑛 ∋ 𝑋𝑗 → Λ(𝑋𝑖)𝑋𝑗 ∈ g𝑛

такое, что
Λ(𝑋𝑖)𝑋𝑗 − Λ(𝑋𝑗)𝑋𝑖 = [𝑋𝑖, 𝑋𝑗]. (1)

Рассматриваем алгебру Ли группы Ли Aff(R𝑛):

aff(R𝑛) = {

(︃
𝐴 𝑎

0 0

)︃
: 𝐴− 𝑛× 𝑛− матрица, 𝑎 =

⎛⎜⎜⎝
𝑎1
...

𝑎𝑛

⎞⎟⎟⎠ ∈ R𝑛}.

Определяем представление

𝜌 : g𝑛 → aff(R𝑛),

полагая

𝜌(𝑋) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑡1

Λ(𝑋)
...

𝑡𝑛

0 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑋 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑡𝑖𝑋𝑖 ∈ g𝑛,

𝜌(𝑋𝑖) =

(︃
Λ(𝑋𝑖) 𝑒𝑖

0 0

)︃
, 𝑒𝑖 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0
...

1
...

0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
𝑖.

Пусть 𝐺(𝑛) – аналитическая подгруппа группы Aff(R𝑛) c алгеброй Ли 𝜌(g𝑛).
Тогда 𝐺(𝑛) ∼= 𝐺𝑛 и 𝐺(𝑛) действует просто транзитивно на R𝑛 = {(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 1)𝑡𝑟 :
𝑥𝑖 ∈ R} (см. [1,2]).

Имеем 1-параметрическую подгруппу exp(𝑡𝑖𝑋𝑖) группы Ли 𝐺𝑛, которой соот-
ветствует аффинное преобразование exp(𝑡𝑖𝜌(𝑋)): в R𝑛 = {(𝑥1, ..., 𝑥𝑛, 1) : 𝑥𝑖 ∈ R}:

𝐺𝑛 ∋ exp(𝑡𝑖𝑋𝑖) → exp(𝑡𝑖𝜌(𝑋)) = 𝑒𝑡𝑖𝜌(𝑋𝑖) ∈ 𝐺(𝑛),

𝑒𝑡𝑖𝜌(𝑋𝑖) :

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

...

𝑥𝑛

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠→ 𝑒𝑡𝑖𝜌(𝑋𝑖)

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝑥1

...

𝑥𝑛

1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑡𝑖 ∈ R. (2)

Преобразования (2) порождают аффинное представление 𝛼(𝐺𝑛):

𝛼 : 𝐺𝑛 → 𝐺𝐿(g𝑛) ∼= 𝐺𝐿(R𝑛),
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𝛼(exp(𝑡𝑖Λ(𝑋𝑖)))

⎛⎜⎜⎝
𝑥1

...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎠ = 𝑒𝑡𝑖Λ(𝑋𝑖)

⎛⎜⎜⎝
𝑥1

...

𝑥𝑛

⎞⎟⎟⎠+ 𝑡𝑖𝑒𝑖, 𝑡𝑖 ∈ R,

exp : gl(g𝑛) → 𝐺𝐿(g𝑛)

группы Ли 𝐺𝑛 с параметрами (𝑡1, ..., 𝑡𝑛), действующее просто транзитивно на
R3, если, конечно, можно найти матрицы Λ(𝑋𝑖), удовлетворяющие условиям (1)
[1].

3. Построение аффинных представлений
3-мерных групп Ли

Теорема 1. Любая связная 3-мерная разрешимая вещественная группа
Ли 𝐺3 имеет аффинное представление 𝛼(𝐺3), действующие просто тран-
зитивно на R3.

Доказательство. Используем классификацию 3-мерных вещественных разре-
шимых алгебр Ли из [3].

1. 𝐶3𝐼.

[𝑋𝑖, 𝑋𝑗] = 0.

Здесь Λ(𝑋𝑖) = 0, поэтому

𝜌(𝑋𝑖) =

(︃
0 𝑒𝑖

0 0

)︃
, 𝑒𝑥𝑝(𝑡𝑖𝜌(𝑋𝑖)) =

(︃
𝐸 𝑡𝑖𝑒𝑖

0 1

)︃
, 𝐸 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0

0 1 0

0 0 1

⎞⎟⎟⎠
и соответствующее аффинное преобразование

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) → (𝑥1 + 𝑡1, 𝑥
2, 𝑥3),

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) → (𝑥1, 𝑥2 + 𝑡2, 𝑥
3),

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) → (𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 + 𝑡3).

(3)

Следовательно, имеем аффинное представление абелевой группы 𝐺3𝐼:

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) → (𝑥1 + 𝑡1, 𝑥
2 + 𝑡2, 𝑥

3 + 𝑡3).

2. 𝐶3𝐼𝐼.

[𝑋1, 𝑋2] = 0, [𝑋1, 𝑋3] = 0, [𝑋2, 𝑋3] = 𝑋1,

Λ(𝑋1) = Λ(𝑋2) = 0, Λ(𝑋3) =

⎛⎜⎜⎝
0 −1 0

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎠ .
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𝑋1 =

⎛⎜⎜⎝
1

0

0

⎞⎟⎟⎠ , 𝑋2 =

⎛⎜⎜⎝
0

1

0

⎞⎟⎟⎠ , 𝑋3 =

⎛⎜⎜⎝
0

0

1

⎞⎟⎟⎠ .

Тогда имеем

𝑒𝑡1𝜌(𝑋1) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 𝑡1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑒𝑡2𝜌(𝑋2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1 0 𝑡2

0 0 1 0

0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝑒𝑡3𝜌(𝑋3) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 −𝑡3 0 0

0 1 0 0

0 0 1 𝑡3

0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
и соответствующее аффинное преобразование

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) → (𝑥1 + 𝑡1, 𝑥
2, 𝑥3),

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) → (𝑥1, 𝑥2 + 𝑡2, 𝑥
3),

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) → (𝑥1 − 𝑡3𝑥2, 𝑥
2, 𝑥3 + 𝑡3).

(4)

Таким образом, группа Ли 𝐺3𝐼𝐼 имеет следующее аффинное представление:⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥1 = 𝑥1 − 𝑡3𝑥

2 + 𝑡1,

𝑥2 = 𝑥2 + 𝑡2,

𝑥3 = 𝑥3 + 𝑡3.

(5)

3. 𝐶3𝐼𝐼𝐼.

[𝑋1, 𝑋2] = 0, [𝑋2, 𝑋3] = 0, [𝑋3, 𝑋1] = −𝑋1,

Λ(𝑋1) = Λ(𝑋2) = 0, Λ(𝑋3) =

⎛⎜⎜⎝
−1 0 0

0 0 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎠ .

Тогда имеем

𝑒𝑡1𝜌(𝑋1) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 𝑡1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑒𝑡2𝜌(𝑋2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1 0 𝑡2

0 0 1 0

0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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𝑒𝑡3𝜌(𝑋3) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑒−𝑡3 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 𝑡3

0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
и соответствующее аффинное преобразование

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) → (𝑥1 + 𝑡1, 𝑥
2, 𝑥3),

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) → (𝑥1, 𝑥2 + 𝑡2, 𝑥
3),

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) → (𝑒−𝑡3𝑥1, 𝑥2, 𝑥3 + 𝑡3).

(6)

Таким образом, группа Ли 𝐺3𝐼𝐼𝐼 имеет следующее аффинное представле-
ние: ⎧⎪⎨⎪⎩

𝑥1 = 𝑒−𝑡3𝑥1 + 𝑡1,

𝑥2 = 𝑥2 + 𝑡2,

𝑥3 = 𝑥3 + 𝑡3.

(7)

4. 𝐶3𝐼𝑉 .

[𝑋1, 𝑋2] = 0, [𝑋2, 𝑋3] = 𝑋1 +𝑋2, [𝑋3, 𝑋1] = −𝑋1,

Λ(𝑋1) = Λ(𝑋2) = 0, Λ(𝑋3) =

⎛⎜⎜⎝
−1 −1 0

0 −1 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎠ .

Тогда имеем

𝑒𝑡1𝜌(𝑋1) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 𝑡1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑒𝑡2𝜌(𝑋2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1 0 𝑡2

0 0 1 0

0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝑒𝑡3𝜌(𝑋3) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

∞∑︀
𝑛=0

(−1)𝑛𝑡𝑛3
𝑛!

∞∑︀
𝑛=1

(−1)𝑛𝑡𝑛3
(𝑛−1)!

0 0

0
∞∑︀
𝑛=0

(−1)𝑛𝑡𝑛3
𝑛!

0 0

0 0 1 𝑡3

0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
и соответствующее аффинное преобразование

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) → (𝑥1 + 𝑡1, 𝑥
2, 𝑥3),

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) → (𝑥1, 𝑥2 + 𝑡2, 𝑥
3),

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) → (𝑒−𝑡3𝑥1 + 𝑡3𝑒
−𝑡3𝑥2, 𝑒

−𝑡3𝑥2, 𝑥3 + 𝑡3).

(8)
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Таким образом, группа Ли 𝐺3𝐼𝑉 имеет следующее аффинное представление:⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥1 = 𝑒−𝑡3𝑥1 + 𝑡3𝑒

−𝑡3𝑥2 + 𝑡1,

𝑥2 = 𝑒−𝑡3𝑥2 + 𝑡2,

𝑥3 = 𝑥3 + 𝑡3.

(9)

5. 𝐶3𝑉 .

[𝑋1, 𝑋2] = 0, [𝑋2, 𝑋3] = 𝑋2, [𝑋3, 𝑋1] = −𝑋1,

Λ(𝑋1) = Λ(𝑋2) = 0, Λ(𝑋3) =

⎛⎜⎜⎝
−1 0 0

0 −1 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎠ .

Тогда имеем

𝑒𝑡1𝜌(𝑋1)

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 𝑡1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑒𝑡2𝜌(𝑋2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1 0 𝑡2

0 0 1 0

0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝑒𝑡3𝜌(𝑋3) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑒−𝑡3 0 0 0

0 𝑒−𝑡3 0 0

0 0 1 𝑡3

0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
и соответствующее аффинное преобразование

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) → (𝑥1 + 𝑡1, 𝑥
2, 𝑥3),

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) → (𝑥1, 𝑥2 + 𝑡2, 𝑥
3),

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) → (𝑒−𝑡3𝑥1, 𝑒−𝑡3𝑥2, 𝑥3 + 𝑡3).

(10)

Таким образом, группа Ли 𝐺3𝑉 имеет следующее аффинное представление:⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥1 = 𝑒−𝑡3𝑥1 + 𝑡1,

𝑥2 = 𝑒−𝑡3𝑥2 + 𝑡2,

𝑥3 = 𝑥3 + 𝑡3.

(11)

6. 𝐶3𝑉 𝐼.

[𝑋1, 𝑋2] = 0, [𝑋2, 𝑋3] = 𝑞𝑋2 (𝑞 ̸= 0, 1), [𝑋3, 𝑋1] = −𝑋1,

Λ(𝑋1) = Λ(𝑋2) = 0, Λ(𝑋3) =

⎛⎜⎜⎝
−1 0 0

0 −𝑞 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎠ .
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Тогда имеем

𝑒𝑡1𝜌(𝑋1) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 𝑡1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑒𝑡2𝜌(𝑋2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1 0 𝑡2

0 0 1 0

0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝑒𝑡3𝜌(𝑋3) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑒−𝑡3 0 0 0

0 𝑒−𝑞𝑡3 0 0

0 0 1 𝑡3

0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠
и соответствующее аффинное преобразование

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) → (𝑥1 + 𝑡1, 𝑥
2, 𝑥3),

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) → (𝑥1, 𝑥2 + 𝑡2, 𝑥
3),

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) → (𝑒−𝑡3𝑥1, 𝑒−𝑞𝑡3𝑥2, 𝑥3 + 𝑡3).

(12)

Таким образом, группа Ли 𝐺3𝑉 𝐼 имеет следующее аффинное представление:⎧⎪⎨⎪⎩
𝑥1 = 𝑒−𝑡3𝑥1 + 𝑡1,

𝑥2 = 𝑒−𝑞𝑡3𝑥2 + 𝑡2,

𝑥3 = 𝑥3 + 𝑡3.

(13)

7. 𝐶3𝑉 𝐼𝐼.

[𝑋1, 𝑋2] = 0, [𝑋2, 𝑋3] = −𝑋1 + 𝑞𝑋2 (𝑞2 < 1), [𝑋3, 𝑋1] = −𝑋2,

Λ(𝑋1) = Λ(𝑋2) = 0, Λ(𝑋3) =

⎛⎜⎜⎝
0 1 0

−1 −𝑞 0

0 0 0

⎞⎟⎟⎠ .

Тогда имеем

𝑒𝑡1𝜌(𝑋1) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 𝑡1

0 1 0 0

0 0 1 0

0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝑒𝑡2𝜌(𝑋2) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
1 0 0 0

0 1 0 𝑡2

0 0 1 0

0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,

𝑒𝑡3𝜌(𝑋3) =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑒

−𝑡3𝑞
2 𝐴(𝑡3) 2𝑒

−𝑡3𝑞
2 𝐵(𝑡3) 0 0

−2𝑒
−𝑡3𝑞

2 𝐵(𝑡3) 𝑒
−𝑡3𝑞

2 𝐶(𝑡3) 0 0

0 0 1 𝑡3

0 1

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ ,
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где

𝐴(𝑡) = cos
𝑡(4− 𝑞2)

2
√︀

|𝑞2 − 4|
+

𝑞√︀
|𝑞2 − 4|

sin
𝑡(4− 𝑞2)

2
√︀
|𝑞4 − 4|

,

𝐵(𝑡) =
1√︀

|𝑞2 − 4|
sin

𝑡(4− 𝑞2)

2
√︀
|𝑞4 − 4|

,

𝐶(𝑡) = cos
𝑡(4− 𝑞2)

2
√︀

|𝑞2 − 4|
− 𝑞√︀

|𝑞2 − 4|
sin

𝑡(4− 𝑞2)

2
√︀

|𝑞4 − 4|
.

Соответствующее аффинное преобразование

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) → (𝑥1 + 𝑡1, 𝑥
2, 𝑥3),

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) → (𝑥1, 𝑥2 + 𝑡2, 𝑥
3),

(𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) → (𝑒
−𝑡3𝑞

2 [𝐴(𝑡3)𝑥
1 + 2𝐵(𝑡3)3𝑥2], 𝑒

−𝑡3𝑞
2 [−2𝐵(𝑡3)𝑥

1 + 𝐶(𝑡3)𝑥
2], 𝑥3 + 𝑡3).

(14)

Таким образом, группа Ли 𝐺3𝑉 𝐼𝐼 имеет следующее аффинное представле-
ние: ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

𝑥1 = 𝑒
−𝑡3𝑞

2 [𝐴(𝑡3)𝑥
1 + 2𝐵(𝑡3)3𝑥

2] + 𝑡1,

𝑥2 = 𝑒
−𝑡3𝑞

2 [−2𝐵(𝑡3)𝑥
1 + 𝐶(𝑡3)𝑥

2] + 𝑡2,

𝑥3 = 𝑥3 + 𝑡3.

(15)

Теорема доказана.
�
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