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УДК 513.82 М А Т Е М А Т И К А 

А.К.ГУЦ 

К ОСНОВАНИЯМ ГЕОМЕТРИИ ПРОСТРАНСТВА-ВРЕМЕНИ 

(Представлено академиком А Д. Александровым 23 II 1980) 

Мы рассматриваем аффинное и-мерное пространство Ап, п > 2, в котором за
дан инвариантный относительно всех параллельных переносов несвязный порядок. 

Геометрически введение п о р я д к а в Ап состоит в том, что каждой точке 
х£Ап ставится в соответствие множество Рх С Ап с условиями: 

\)хЕРх; 
2) если у G РХ9 то Ру С Р х ; 
3) при х Фу имеем РхФРу. Тогда, записывая отношение уЕРх как х < у , 

получаем п о р я д о к (частичный) в Ап. 
Инвариантность порядка относительно параллельных переносов понимается 

следующим образом. Если t — параллельный перенос, и t{Px) обозначает образ мно
жества Рх при переносе Г, то для любой точки х Е Ап и любого переноса t имеет 
место равенство t(Px) = Pt(xy 

Таким образом, задание инвариантного порядка определяется заданием не
которого множества Ре, отнесенного к фиксированной точке е. 

Порядок Ре называется н е с в я з н ы м , если множество Ре не является связ
ным; в противном случае порядок считается связным. 

В этой заметке мы излагаем результаты, полученные при изучении биек
тивных отображений Ап на себя, сохраняющих заданный в Ап несвязный поря
док. При этом мы говорим, что биекция / : Ап -*Ап с о х р а н я е т п о р я д о к 
Ре, или является Р-изотонной, если она удовлетворяет следующему условию: 
f(Px) = Pf(X) для любой точки х<ЕАп. Нетрудно проверить, что Р-изотонность эк
вивалентна монотонности отображений / и т.е. из отношения х<у следует 
Л * ) < / 0 0 и r 1 w < r 1 o ) . 

1. Мы фиксируем точку е на протяжении всей статьи и будем писать *Р 
вместо Ре. Если М — какое-либо множество в Ап, содержащее точку е, то Мх 

обозн&чает множество, полученное из М с помощью переносаX такого, что t{e)^x. 
Через т Ы , А, ЪА обозначаем соответственно внутренность, замыкание и границу 
множества А. Далее L (х, у) означает луч с началом в точке х, проходящий через 
точку у, хФу \ xEL(x, у). 

О п р е д е л е н и е 1. С м е щ е н и е м dE\ (или UEL), где Е — некоторая 
гиперплоскость, а 1 — вектор (соответственно луч L), не параллельный Е, назы
вается гомеоморфизм Ап на себя, удовлетворяющий условиям: 

(a) на каждой гиперплоскости ЕА, параллельной Е, UE\ (соответственно 
&ЕЬ) е Р т ь перенос; 

(b) dE\ (или dEL) переводит отрезки (лучи), равные и параллельные 1 
(соответственно L), в такие же отрезки (лучи). 

О п р е д е л е н и е 2. К в а з и ц и л и н д р о м Q(E, /) называется множест
во М, удовлетворяющее следующим условиям (*): 

(а) имеются гиперплоскости ЕХ ,Е2,..., параллельные Е> где Ei+1 получе
но из, Ei переносом на вектор 1, а множество М представляется в виде 
(1) Л/ = U[Mi U (МПЕ()], 

где каждое Mt есть цилиндр, образованный открытыми отрезками, равными 1 
(как векторы), с концами на ЕЬ Ei+1 (не исключается, что некоторые и даже 
все Mt пусты); 
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(b) M не допускает представления (1) с той же гиперплоскостью б и в е к 
тором Г параллельным 1, но не равным 1. 

Наглядно квазицилиндр состоит из поставленных друг на друга цилиндров 
с равными и параллельными образующими; основания цилиндров удалены, и 
между цилиндрами есть прокладки на гиперплоскостях Et. 

Квазицилиндр можно охарактеризовать как множество М, для которого су
ществуют гиперплоскость Е, вектор 1 и перенос t такие, что = (С1), 
стр. 15). 

Определение квазицилиндра Q(E, I ) , где L - луч, дается аналогично. 
2. Несвязный порядок Р, изучаемый нами, удовлетворяет следующим ус

ловиям: 
(А) Р = {е} U Q, где Q - замкнутое связное множество с внутренними точ

ками, не содержащее точку е; 
(Б) Р лежит внутри некоторого выпуклого конуса с острой вершиной е 

( о с т р а я в е р ш и н а - значит, конус не содержит никакой прямой). 
Конус 

(2) С= U L(e,x) 
jcGint<2 

с вершиной е называется в н е ш н и м к о н у с о м . 
О п р е д е л е н и е 3. Порядок Р называется л и н е й ч а т ы м , если сущест

вует луч L(e, х0)СС, где С-внешний конус (2 ) , такой, что для любой прямой 
X, параллельной лучу L(e, х0)9 множество \C\-Q либо пусто, либо обязательно яв
ляется лучом. 

О п р е д е л е н и е 4. Порядок Р называется т-пинейчатым, где т = 
= 1 , 2 , . . . - натуральное число, если Р является линейчатым по отношению к лу
чам L!(е, Xi),...,Lm(e, хт), не лежащим в одной (т — 1)-мерной плоскости. 

Порядок Р, не являющийся линейчатым, называется н е л и н е й ч а т ы м . 
Т е о р е м а 1. Пусть Р-несвязный п-линейчатый порядок в Ап, п> 2, 

удовлетворяющий условиям (А) и ( Б ) . 
Тогда либо любая Р-изотонная биекция /: Ап-+Ап является аффинным 

преобразованием, либо Р - квазицилиндр и f имеет вид 
(3) ' f=fo°dlo...odp, 

где /о - аффинное преобразование, a dt есть d E i \ t или d E . L i , причем порядок, в 
котором в формуле (3) стоят dt, несуществен. 

Т е о р е м а 2. Пусть Р-несвязный нелинейчатый порядок в Ап, п > 2, 
удовлетворяющий условиям (А) и (Б ) . 

Тогда существует связный порядок, задаваемый m-мерным конусом К, 
К С С, т>\, с вершинрй е, и такой, что любая Р-изотонная биекция является 
Кмзотонной. 

С л е д с т в и е 1. Существует линейчатый порядок Р = {е } U Q такой, что: 
1) 2 ^ 2 w для Р справедливы условия (А) и ( Б ) ; 
2) любая Р-изотонная биекция является Р-изотонной. 
Таким образом, можно изучать только линейчатые порядки. Заметим, что 

ни в теореме 2, ни в следствии не утверждается л-линейчатость порядка, а лишь 
его линейчатость. 

Понятие линейчатого порядка не является искусственным, техническим, а 
имеет под собой весьма глубокое основание. Как следует из приводимой, ниже 
теоремы 3, линейчатость - следствие однородности границы dQ порядка Р. 

Обозначим через Ga множество всех Р-изотонных биекций таких, *гго 
g(a) = a для любой g€Ga. Тогда имеем условие GI. Группа Ga действует тран: 

зитивно на dQa, т.е. для любых х, у Е dQa существует g€Ga такая, что g(x) = у. 
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Т е о р е м а 3. Любой несвязный порядок Р в Ап, п > 2,удовлетворяющий 
условиям (А) , {Б) и G1, является, по крайней мере, 1-линейчатым. 

3. Введем следующее условие 
G2. Не существует /я-мерной плоскости, 1 < ш< п, проходящей через точ

ку е, которая отображается на себя при любом изотонном отображении g^Ge. 
Т е о р е м а 4 . Пусть Р - несвязный порядок в Ап, п > 2,удовлетворяющий 

условиям (А) , ( Б ) , G2. 
Тогда справедливо утверждение теоремы 1. 
Т е о р е м а 5. Пусть Р-\е\ U Q - несвязный порядок в Ап, п > 2, удовлет

воряющий условиям (А) , (Б) и G2. 
Тогда Р задает порядок с условием G1 тогда и только тогда, когда Q - мно

жество, выделяемое из некоего конуса К с аффинной группой, транзитивной внутри 
него, плоскостями, отсекающими от К постоянный объем. При этом группа Ge яв
ляется унимодулярной подгруппой этой аффинной группы. Условие G2 можно за
менить требованием п-линейчатости порядка Р. 

Эта теорема вытекает из теоремы 1 и теоремы 5 А.Д. Александрова из ра
боты ( 2 ) . 

Нетрудно видеть, что К =С, т.е. К совпадает с внешним конусом. 
С л е д с т в и е 2. Пусть выполнены условия теоремы 5. 
Тогда в четырехмерном пространстве А4 внешний конус есть либо эллипти

ческий конус (и Ge - группа Лоренца), либо четырехгранный угол, либо декартово 
произведение луча на трехмерный эллиптический конус. 

Приведенное утверждение получается из теоремы 5 и теоремы 8 из ( 3 ) . 
4. Нижеследующие утверждения показывают, что требование связности мно

жества Q, а также наличия внутренних точек в Q можно опустить. 
П р е д л о ж е н и е 1. Пусть Р - линейчатый по отношению к лучу L порядок, 

удовлетворяющий условиям (А) и ( Б ) , за исключением требования связности Q. 
Тогда существует порядок Р такой, что 
1) Р линейчатый по отношению к лучу L\ 
2) Р удовлетворяет условиям (А) и ( Б ) ; 
3) любая Р-изотонная биекция является Р-изотопной. 
П р е д л о ж е н и е 2. Пусть Р_-_несвязный порядок, удовлетворяющий у сло

ениям (Б) и G1. Предположим, что e<EQ. 
Тогда Q имеет внутренние точки. 
5. Сформулируем теперь результат, имеющий важное значение для оснований 

специальной теории относительности. 
Т е о р е м а 6. Пусть Р — несвязный порядок в А4, удовлетворяющий усло

вием (А) , ( Б ) , G1 и G2. Предположим, что внешний конус С не является квазици
линдром или четырехгранным углом. Тогда: 

1) С - замкнутый эллиптический конус, 
2) Ge есть однородная группа Лоренца; 
3) существует декартова система координат х0, хх, х2, х$, в которой bQ за

дается отношениями xl - х\ - х\ - х\ = т2, х0 > 0, где т = const Ф 0, а конус ЪС -
отношениями xl - х\ - х\ - х\ - 0, х0 > 0. 

Условие G2 можно заменить требованием 4-линейчатости порядка Р. 
6. Ф и з и ч е с к а я и н т е р п р е т а ц и я . Аффинное пространство А4 рас

сматриваем как пространство событий, или, что то же, пространство-время, с каждой 
точкой которого связано какое-либо событие; соответственно х, у обозначают точ
ки — события. Отношение х <у говорит о том, что х воздействует на у, т.е. о т х ку 
передается энергия-импульс. Условие (Б) представляет собой ограничение на ско
рость передачи воздействия. В таком случае условие (А) говорит, что воздействие 
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передается скачком, минуя собышя, лежащие в достаточно малой пространственно-
временной области. Требование и|отропности и однородности пространства заклю
чается в условиях G1 и G2. -

Теорема 6 представляет собой систему аксиом, определяющих геометрию 
пространства Минковского. Мы можем поэтому сделать важное заключение. Для 
того чтобы установить псевдоевклидовость геометрии пространства-времени, совсем 
не обязательно предполагать наличие причинно-следственных связей в области микро
явлений. Таким образом, группа Лоренца - следствие причинных связей макромира, 
а структура микромира, в определенной мере, - лишь порождение этой фундамен
тальной симметрии пространства-времени. 

Омский государственный университет Поступило 
12 III 1980 
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УДК 519.21 М А Т Е М А Т И К А 

В.А. ДМИТРОВСКИЙ 

УСЛОВИЕ ОГРАНИЧЕННОСТИ И ОЦЕНКИ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ МАКСИМУМА 
СЛУЧАЙНЫХ ПОЛЕЙ НА ПРОИЗВОЛЬНЫХ МНОЖЕСТВАХ 

(Представлено академиком А.Н. Колмогоровым 12 III 1980) 

1. Пусть Т - некоторое множество, - случайное поле на нем. Пусть нам 
известны функции распределения абсолютных величин значений поля и его при
ращений: 

Ft(u) = P\\№\> и\ , GttS(u) = P{\№-№\ >и\. 

В работе даются достаточные условия для ограниченности поля на Г с вероят
ностью 1 и его непрерывности в некоторой естественной для него топологии на мно
жестве Т. Приводится оценка распределения равномерной нормы поля II £11= 
= sup {| %(t)\ \ t G T\. Кроме того, для гауссовских полей дается более точная оценка, 
которая в известных частных случаях (рассмотренных, например, в (*)) асимпто
тически совпадает с точностью до постоянного множителя с функцией распределе
ния нормы. Показывается, что для гауссовских полей приведенное достаточное 
условие ограниченности совпадает с известным условием Дадли-Ферника ( 2 ) , т.е. 
"является также и необходимым для однородных гауссовских полей на компактах 
в R" ( 3 ) . 

Таким образом, несмотря на общность решаемой задачи, удается получить 
результаты, которые в некоторых частных случаях практически неулучшаемы. 

2. Введем функции 

F(M) = sup{F,(w)| tST\, G(u) = sup\GtfS(u)\teTf sET\, 

/ ( x ) = sup{w| F(u) >x\, g(^) = sup{w| G(u) >x\, 

p(t,s) = sup\u[g(GttS(u))]-1 I u>0\. 
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