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ЕДИНСТВЕННОСТЬ АБЕЛЕВОЙ АФФИННОЙ 
ХРОНОГЕОМЕТРИИ 

А. К. Гуц 

При аксиоматическом построении псевдоевклидовой геометрии 
сигнатуры (Н— . . . —) или геометрии пространства-времени специаль
ной теории относительности на основе понятия частичного порядка, 
как правило, предполагают, что порядок задан на некотором тополо
гическом пространстве К, на котором просто транзитивно действует 
абелева группа преобразований G, относительно которой рассматрива
емый порядок является инвариантным. Доказывается, что простран
ство V оказывается аффинным, порядок задается семейством конусов, 
а для группы G выбирается представление в виде группы параллель
ных переносов (см. [1]). После этого с помощью полученного семейства 
равных и параллельных конусов пространство V оснащается псевдоев
клидовой структурой. Однако в стороне остается вопрос об однознач
ности такого вывода. Дело в том, что абелева группа может иметь 
различные аффинно неэквивалентные просто транзитивные предста
вления в Жп [2], и, следовательно, возникает вопрос о существовании 
аффинно неэквивалентных причинных теорий пространства-времени 
специальной теории относительности или хроногеометрий. Цель этой 
работы — доказать единственность абелевой аффинной хроногеоме
трий . Другими словами, стандартная традиционная аффинная интер
претация специальной теории относительности, излагаемая в боль
шинстве учебников и монографий, единственна. 

Пусть G — абелева связная односвязная группа Ли размерности 
п ^ 3 и 

at : G - * Aff (Жп) (i = 1,2) 

просто транзитивное аффинное действие G на Жп. Здесь Aff (Жп) — 
группа всех аффинных преобразований n-мерного арифметического 
пространства. Действия c*i и с* 2 называются аффинно сопряженными, 
если существует аффинная биекция А : W1 —* W1 такая, что &i(g) — 
Л о с*2(д) о А~1 д л я любого д Е G. 

Аффинная левоинвариантная структура на G — это гладкая струк
тура, д л я которой все функции перехода и левые сдвиги, записанные 
в координатах, продолжаемы до преобразований из Aff (Жп). 

Просто транзитивное аффинное действие ai : G —* Aff (Жп) з адает 
полную левоинвариантную аффинную структуру Ai на группе Ли G. 
В самом деле^ рассмотрим следующие диффеоморфизмы: 

^ • : G - * l n (t = 1,2), 

G 9 ^ a i W ( e ) = i ( i ) = ( i l , . . . , x n ) (i = 1 , 2 ) , (1) 

где e £ Жп — фиксированная точка. Числа х1,... , хп — система аффин
ных координат на Жп. Их можно использовать в качестве координат 
на G: 
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G3g 

4>i 

сц(д)(е) = х(г)±(х1,...,хп), (2) 
где с — отображение отождествления вектора х Е Шп с кортежем 
(ж1 , . . . ,х п ) . Любой левый сдвиг Lh : G —• G в этих координатах за
дается аффинной биекцией 

( A i t - o L b O / i r 1 ) ^ , . . ^ 

- (eo^)(Lh(g)) = 5(аг(Л)(агЫ(е))) = г(а,-(Л)(*-ЧФ(0)))) 
= (£оа, . (Л)ое- 1 ) (х 1 , . . . , x n ) G A f f ( l n ) , 

что и означает левоинвариантность задаваемой аффинной структуры 
на G. 

Лве аффинные структуры А\ и Л2 на G называются эквивалентны
ми, если существует аффинная биекция А : Еп —* Мп такая, что для 
систем координат 

G - ^ l n , G ^ l n , 
принадлежащих структурам А\, Л-2 соответственно, имеет место ра
венство //2 о А*Г — А. 

Предложение. Две левоинвариантные аффинные структуры на 
группе Ли G, задаваемые аффинными действиями а\ и с*2, эквивалент
ны тогда и только тогда, когда эти действия аффинно сопряжены. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Пусть аффинные левоинвариантные структуры 
А\, Аъ на группе Ли G задаются аффинными действиями c*i, 0.4 соот
ветственно. Предположим, что А\ эквивалентна Л2, т. е. если /ii, 1x2 — 
соответствующие системы координат, то ^2°^1 — А, г Д е А : Шп —> Шп — 
аффинная биекция. Имеем соотношения (2) и 

ф ( 2 ) ) = (»2о^1)(е(х(1))) = Л(ф(1) ) ) . (3) 

При (/, равном единице группы G, равенство (3) принимает вид 

е(е) = А(е(е)). (4) 

Из (3) следует 
e{a2(g)(e)) = (Aoe)(ai(g){e)) 

или с учетом (4) 

(а2(д) о (е-1 о А о е))(е) = ((е~1 о Лог ) о ау(д))(е). (5) 

Подставляя в (5) вместо д произведение /*</, выводим 

a2(h)(a2(g)(e)) = ((е"1 о А ое) о а,(Л))(х(1)), 

а с учетом (3) — 

a2{h)({e-1 о А о е)(*(1))) = ((г"1 o A o e j o ai(A))(*(l)) 

или 
a2(/i) о (£ - 1 о Л ое) - (е~1 о Аое) oai(h). 

Следовательно, 

ai(g) — (е~1 о А ое)~1 о а2(</) о (е~1 о А ое). 



86 А. К. Гуц 

Полагая А = е 1 о Аое, получаем 

оч(д) = А-1 о oa(ff) о А, (6) 
т. е. ос\ и а2 аффинно сопряжены. 

Обратно, если а\ и а-г аффинно сопряжены, т. е. имеет место ра
венство (6), то 

z(2) = а2(д)(е) = [ А о ^ ^ о Г ^ е ) 
= [Aoai{g)oA-1](A(e))=A{ai{g)(e))=A(x(l)) 

и, следовательно, 

т. е. ц2 о fJ-i1 = А, что означает эквивалентность аффинных структур 
Л\ и. Лг- Предложение доказано. 

Рассмотрим на группе Ли G левоинвариантный частичный поря
док, задаваемый семейством подмножеств ф = {Рх : х £ G} (см. [1]). 
Имеем частичный порядок на Жп: 

ф*=^РР) = МР, ) :Р ,€ф} , 
я в л я ю щ и й с я а г(С)-инвариантным, т. е. если положить Plx(i) = <Pi(Pg)i 
где a?(t) = <pi(g), то 

<*i(h)(Pix(i)) = ^mi(fc)(a?(0) 

д л я любого /i E G. 
Рассмотрим диффеоморфизм 

f = <p2o(Pi1 :ЖП->ЖП . (7) 

Ясно, что 
ДЛ*(1)) = ^2/(х(1)) (8) 

д л я любой точки я(1) Е Ж". 
Теорема. Пусть действие а\ — это группа, параллельных перено

сов в Жп, а фх и ^ 2 состоят из строго выпуклых конусов. Тогда, дей
ствия <*1 и с*2 а,ффинно сопряжены, а соответствующие левоинвариант-
ные аффинные структуры А\ и Л2 аффинно эквивалентны. 

ДОКАЗАТЕЛЬСТВО. Из (7), (8), а также из [3] следует, что / я в л я е т с я 
аффинной биекцией, и, следовательно, в координатах (2) имеем 

fi2 о l i"1 = (е о <р2) о (е о V?!)-1 

= £ о ( ^ 2 о ^ 1 ) о Г 1 zzeofoe-1 б ААГ(ЖП). 

Но это означает, что аффинные структуры Л\ и Л2 аффинно эквива
лентны. Сопряженность действий а\ и а2 вытекает из предложения. 
Теорема доказана. 
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