
Ìàòåìàòè÷åñêèåñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå2004, âûï. 13, ñ. 48�52 ÓÄÊ 330.4ÈÍÒÓÈÖÈÎÍÈÇÌ ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÎÉÀ�ÈÔÌÅÒÈÊÈÌ.À. Äîáðåíêî, À.Ê. �óöIn this artile the intuitionisti aspets of real numbers and mathematialanalysis that are applied in eonomis are disussed. The some axioms ofeonomial arithmetis are postulated.Âåùåñòâåííûå ÷èñëà êàê îíè ñòàëè ïîíèìàòüñÿ ñ âðåìåí Äåäåêèíäà � íåîòú-åìëèìàÿ ÷àñòü ìàòåìàòèêè, èñïîëüçóåìîé ïðè �îðìàëèçàöèè ýêîíîìè÷åñêèõñòðóêòóð. Ïî ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâëåíèå âåùåñòâåííûå ÷èñëà îáðàçóþò ëè-íåéíî óïîðÿäî÷åííîå àðõèìåäîâî ïîëå.Ïîïðîáóåì âíèìàòåëüíî ïðîàëèçèðîâàòü íàñêîëüêî àäåêâàòíî àêñèîìû,îïðåäåëÿþùèå ïîëå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, îòðàæàþò ñèòóàöèè, èìåþùèå ìåñòîâ ýêîíîìèêå.1. Ëèíåéíî ëè óïîðÿäî÷åíû öåíû?Ïóñòü öåíà ëèòðà áåíçèíà À-90 â ÿíâàðå íà áåíçîçàïðàâêå ¾Ëóêîéëà¿ ðàâíàr1 = 12 ðóá, à íà áåíçîçàïðàâêå ¾Ñèáíå�òè¿ � r2 = 12; 3 ðóá. Ìîæíî ëè ñêà-çàòü, ÷òî ñòîèìîñòü áåíçèíà ó ¾Ñèáíå�òè¿ âûøå? Ñ òî÷êè çðåíèå àðè�ìåòèêèâåùåñòâåííûõ ÷èñåë, ðàç r1 < r2, òî îòâåò ïîëîæèòåëüíûé.Äëÿ íàñåëåíèÿ ýòîò îòâåò ÿâëåòñÿ àáñîëþòíî ïðàâèëüíûì. Íî öåíó ëèòðàáåíçèíà r çàëîæåíû öåíà íà äîáû÷ó íå�òè a1, íà òðàíñïîðòíûå ðàñõîäû ïî ååäîñòàâêå íà íå�òåïåðåðàáàòûâàþùèé çàâîä a2, íà ïðîèçâîäñòâî áåíçèíà a3, íàåãî ïîñòàâêó íà áåíçîçàïðàâêè a4 è ò.ä. Èíà÷å ãîâîðÿ, â äåéñòâèòåëüíîñòè ïåðå-ðàáîòêè, öåíà ëèòðà áåíçèíà � ýòî �óíêöèÿ r = r(a), ãäå a = (a1; :::; an) 2 IRn.Ïðè ýòîì ÷èñëî n ¾ñêðûòûõ¿ ïàðàìåòðîâ a1; :::; an è èõ çíà÷åíèÿ ìîãóò ñèëüíîìåíÿòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò ýêîíîìè÷åñêîé ñèòóàöèè (îáúåêòèâíûé �àêòîð) èëèîò ãëóáèíû àíàëèçà ýêîíîìè÷åñêîé ñèòóàöèè (ñóáúåêòèâíûé �àêòîð).Ñëåäîâàòåëüíî, ìû äîëæíû ñðàâíèâàòü íå äâà ÷èñëà r1; r2 à äâå âåùåñòâåí-íûå �óíêöèè r1 = f1(a); r2 = f2(a). À äëÿ �óíêöèé ÷àñòî íåëüçÿ îäíîçíà÷íîñêàçàòü êàêàÿ èç íèõ ¾áîëüøå¿. Êàê èçâåñòíî, ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ �óíê-öèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì. 2004 Ì.À. Äîáðåíêî, À.Ê. �óöE-mail: mariadobrenko�yandex.ru, guts�univer.omsk.suÎìñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2004. Âûï. 13. 49Åñëè ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç `A óïîìÿíóòûå âûøå êîíêðåòíóþ ýêîíîìè÷åñêóþñèòóàöèþ è ãëóáèíó àíàëèçà ýêîíîìè÷åñêîé ñèòóàöèè, òî ïðèìåíèòåëüíî ê ýêî-íîìèêå ñëåäóåò èìåòü â âèäó, äâà ÷èñëà r1; r2 ýòî íå ïðîñòî ýëåìåíòû ìíîæåñòâàâåùåñòâåííûõ ÷èñåë IR: r1 2 IR; r2 2 IR;à îáîáùåííûå ýëåìåíòû r1 2`A R; r2 2`A R (1)íåêîòîðîãî íîâîãî ìíîæåñòâî ¾îáîáùåííûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñëå¿ R, êîòîðîåøèðå, ÷åì êëàññè÷åñêîå ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñëå IR. Â îáîçíà÷åíèÿõ (1)îòðàæåíà íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà ýêîíîìè÷åñêîé ñèòóàöèè `A.Î÷åâèäíî ñëåäóåò ïîìíèòü î ðåàëüíîì ìíîãîîáðàçèè âîçìîæíûõ ýêîíîìè÷å-ñêèõ ñèòóàöèé1 `A; `B; `B; :::, êîòîðûå ñêàçûâàþòñÿ íà êîíêðåòíîì âèäå �óíê-öèÿ f1; f2, ïðåäñòàâëÿþùèõ öåíû-÷èñëà r1; r2.Íàøà çàäà÷à íàéòè àáñòàêòíóþ êîíñòðóêöèþ äëÿ ìíîæåñòâà ¾îáîáùåííûõâåùåñòâåííûõ ÷èñëå¿ R. Ïîñêîëüêó ýëååíòû R â ðàçëè÷íûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ñè-òóàöèÿõ áóäóò çàäàâàòüñÿ âåùåñòâåííûìè �óíêöèÿìè, òî R íå áóäåò óäîâëå-òâîðÿòü àêñèîìå ëèíåéíîé óïîðÿäî÷åííîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà â ýêîíîìèêåíå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûìè.2. Äëÿ ëþáîãî ëè ÷èñëà òî÷íî èçâåñòåí åãî çíàê?�àññìîòðèì ñêà÷êè öåí (èíäåêñîâ è ò.ä.) íà íåêîòîðûõ òîðãàõ. Ïóñòü ïðîãíî-çèðóåìàÿ íà îñíîâå ãëóáîêîãî ýêîíîìè÷åñêîã àíàëèçà öåíà òîâàðà â íåêîòîðûéáóäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè t ðàâíà f(t). Ìîæíî íàïèñàòü �îðìóëó, ïðîãíîçè-ðóþùóþ öåíó â áëèçêèå ê t ìîìåíòû âðåìåíè t + hf(t+ h) = f(t) + a � h: (2)Çàêîíû ðûíêà íå âñåãäà ïîçâîëÿþò óâåðåííî çàÿâèòü:1) áóäåò ëè çíà÷åíèå f(t+ h) áîëüøå èëè ìåíüøå f(t):2) áóäåò ëè ñàì ìîìåíò âðåìåíè t + h ïðåäøåñòâîâàòü t èëè ñëåäîâàòü çàíèì.Èíà÷å ãîâîðÿ, íåëüçÿ çíàòü êàêîé çíàê èìååò ÷èñëî h. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìûâûíóæäåíû ïîñòóëèðîâàòü ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî ¾îáîáùåííîãî âåùåñòâåííîãî÷èñëà¿ h 2 R, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâà �îðìóëà(h 6= 0 & h � 0 & h � 0): (3)3. Êàêèìè äîëæíà áûòü ñâîéñòâà ÷èñåë è �óíêöèéâ ýêîíîìè÷åñêîé ìàòåìàòèêå?Íåîáû÷íûå ñâîéñòâà âîéñòâà ìíîæåñòâà ¾îáîáùåííûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë¿R, îïèñàííûå â �� 1,2, ïîçâîëÿþò íàùóïàòü àêñèîìû, êîòîðûì äîëæíî óäî-âëåòâîðÿòü R. Åñòåñòâåííî, ñëåäóò ìàêñèìàëüíî ñîõðàíèòü ñâîéñòâà ìíîæåñòâà1Ñèìâîë ` � ïåðâàÿ áóêâà â ñëîâå lous, êîòîðîå ïåðåâîäèòñÿ êàê ìåñòî, ñèòóàöèÿ.



50 Ì.À. Äîáðåíêî, À.Ê. �óö. Èíòóèöèîíèçì ýêîíîìè÷åñêîé àðè�ìåòèêèâåùåñòâåííûõ ÷èñåë IR. Ïðè ýòîì ìû æåëàåì óçàêîíèòü �îðìóëó (2), ïîñêîëüêóèìåííî îíà ïðèâåëà íàñ ê �îðìóëå (3), à òàêæå íàì õîòåëîñü áû ïîíÿòü êàêèåèìåííî ¾îáîáùåííûå âåùåñòâåííûå ÷èñëå¿ îáëàäàþò ñâîéñòâîì (3).Íàøå çíàíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ëèòåðàòóðû, ñâÿçàííîé ñ èíòóèöèîíèñòñêîéìàòåìàòèêîé [1,9℄, ïîçâîëÿåò ïåðå÷èñëèòü ñëåäóþùèå àêèîìû äëÿ ¾ìíîæåñòâàîáîáùåííûõ âåùåñòâåííûõ ÷èñåë¿ R (ñì. [9, .87℄):(A1) hR;+; �; 0; 1i � êîììóòàòèâíîå êîëüöî.(A2) 8x 2 R(8y 2 D(x � y = 0)) x = 0); ãäåD = fx 2 R : x2 = 0g:(A3) (Àêñèîìà Êîêà-Ëîâåðà). Äëÿ ëþáîãî8(f 2 RR)9!b 2 R8d 2 D(f(x+ d) = f(x) + b � d):Äàëåå ïîëàãàåì b = f 0(x).Êàê ïîêàçàíî â [1℄, àêñèîìà (A3) íåñîâìåñòèìà ñ çàêîíîì èñêëþ÷åííîãîòðåòüåãî. Èíà÷å ãîâîðÿ, ìû èìååì äåëî ñ èíòóèöèîíèñòñêîé ëîãèêîé.Êàê âèäèì, àêñèîìà (A3) â ââîäèì â òåîðèþ ïðîèçâîäíûå äëÿ �óíêöèÿ.Ñâîéñòâî äè��åðåíöèðîâàíèÿ òàêèå æå êàê â êëàññè÷åñêîì àíàëèçå [1℄.(A4) Áèíàðíûå îòíîøåíèÿ < è � íà R ñîâìåñòèìû ñ êîëüöåâîé ñòðóêòóðîé,ò.å. ðå�ëåêñèâíû è òðàíçèòèâíû, 0<1, è8x; y 2 R(x > 0 & y > 0 ) x � y > 0 & x + y > 0)8x; y 2 R(x � 0 & y � 0 ) x � y � 0 & x + y � 0)8x 2 R(x2 > 0 ) x � 0)8x 2 R(xn = 0 ) 0 � x � 0)Ïîñëåäíÿÿ àêñèîìà ãîâîðèò, ÷òî ñâîéñòâîì (3) îáëàäàþò íèëüïîòåíòû x,êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ êàê ýëåìåíòû, äëÿ êîòîðûõ xn = 0 äëÿ íåêîòîðîãîn.(A5) (Àêñèîìà èíòåãðàëà).8f 2 R[0:1℄9!g 2 R[0:1℄(g(0) = 0 & 8x 2 [0; 1℄ (g0(x) = f(x));ãäå [0; 1℄ = fx 2 R : 0 � x & x � 1g.Òàêèì îáðàçîì, ìû ñîõðàíÿåì òåîðèþ ïåðâîîáðàçíûõ è ââîäèì îïðåäå-ëåííûå èíòåãðàëû, èñïîëüçóÿ ñòàíäàðòíóþ ñèìâîëè÷åñêóþ çàïèñüg(x) = 1Z0 f(t)dt:



Ìàòåìàòè÷åñêèå ñòðóêòóðû è ìîäåëèðîâàíèå. 2004. Âûï. 13. 51(A6) 8f 2 R[0;1℄((8x 2 [0; 1℄ f(x) > 0)) 1Z0 f(x)dx > 0).(A7) 8f 2 R[0;1℄((8x 2 [0; 1℄ f(x) � 0)) 1Z0 f(x)dx � 0).4. Èíòåðïðåòàöèÿ ýêîíîìè÷åñêîé ìàòåìàòèêè�àáîòàòü â ñèñòåìå àêñèîì, äàííîé â � 3 íåóäîáíî èç-çà èíòóèöèîíèñòòñêîé ëî-ãèêè. Ëþäÿì ïîêà áîëåå ïðèâû÷íî ðàññóæäàòü, èñïîëüçóÿ êëàññè÷åñêóþ äâó-çíà÷íóþ ëîãèêà. Ïîýòîìó æåëàòåëüíî íàéòè èíòåðïðåòàöèþ íàéäåííîé �îð-ìàëüíîé ¾ýêîíîìè÷åñêîé àðèìåòèêå¿, êîòîðàÿ îïèðàëàñü áû íà äâóçíà÷íóþ ëî-ãèêó.Èç-çà òîãî, ÷òî ïðèíèìàåìàÿ àêñèîìà Êîêà-Ëîâåðà íåñîâìåñòèìà ñ çàêîíîìèñêëþ÷åííîãî òðåòüåãî, íåëüçÿ äàòü èíòåðïðåòàöèþ, èçëîæåííîé â � 3 ýêîíî-ìè÷åñêîé ìàòåìàòèêè â ðàìêàõ òåîðèè ìíîæåñòâ Êàíòîðà Sets.Íàèáîëåå ïîäõîäÿùèìè è èññëåäîâàííûìè ÿâëÿþòñÿ òàê íàçûâàåìûå õîðî-øî àäàïòèðîâàííûå ìîäåëè âèäà SetsLop, ñîäåðæàùèå êàê ïîëíóþ ïîäêàòåãî-ðèþ êàòåãîðèþ ãëàäêèõ ìíîãîîáðàçèé M.Çäåñü L � ýòî äóàëüíàÿ êàòåãîðèÿ äëÿ êàòåãîðèè êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ C1-êîëåö. Îíà íàçûâàåòñÿ êàòåãîðèåé ëîêóñîâ [9℄. Îáúåêòàìè êàòåãîðèè L ÿâëÿ-þòñÿ âñå òå æå êîíå÷íî ïîðîæäåííûå C1-êîëüöà, à ìîð�èçìàìè � îáðàùåííûåìîð�èçìû êàòåãîðèè êîíå÷íî ïîðîæäåííûõ C1-êîëåö. Ïðèíÿòî âî èçáåæàíèåïóòàíèöû îáúåêòû (ëîêóñû) êàòåãîðèè L îáîçíà÷àòü êàê `A, ãäå A � C1-êîëüöî.Êîíå÷íî ïîðîæäåííîå C1-êîëüöî `A èçîìîð�íî êîëüöó âèäà C1(IRn)=I(äëÿ íåêîòîðîãî íàòóðàëüíî ÷èñëà n è íåêîòîðîãî êîíå÷íî ïîðîæäåííîãî èäå-àëà I). Ëîêóñû `A = C1(IRn)=I ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýêîíî-ìè÷åñêèõ ñèòóàöèé, î êîòîðûõ ìû ãîâîðèëè â � 1.Äëÿ íàñ âàæíî, ÷òî ïðè èíòåðïðåòàöèèR = `C1(IR):Óïîìÿíóòûé â àêñèîìå (A3), îáúåêòD = `C1(IR)=(x2):Íèëüïîòåíòû èç D ÷àñòî íàçûâàþò èí�èíèòåçèìàëàìè, ò.å. áåñêîíå÷íî ìà-ëûìè ýëåìåíòàìè.Íàêîíåö, ñàìîå âàæíîå äëÿ íàñ òî, ÷òî â èíòåðïðåòàöèè SetsLop âåùåñòâåí-íîå ÷èñëî r â ñèòóàöèè `A, ò.å. r 2`A R, ãäå `A = `C1(IRn)=I, � ýòî êëàññýêâèâàëåíòíîñòè f(x)mod I, ãäå f 2 C1(IRn) = A. Èíà÷å ãîâîðÿ, ÷èñëî � ýòî�óíêöèÿ!Ýòî ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, î ÷åì ãîâîðèëîñü â � 1. Çàìåòèì, ÷òî èí�èíèòåçèìàëd 2`A D � ýòî êëàññ f(x)mod I  f 2 2 I.



52 Ì.À. Äîáðåíêî, À.Ê. �óö. Èíòóèöèîíèçì ýêîíîìè÷åñêîé àðè�ìåòèêèÎñòàëîñü óêàçàòü, ÷òî �óíêöèÿ èç f 2`A RR � ýòî êëàññ F (x; a)mod ��(I),ãäå F 2 C1(IR� IRn) è � : IR� IRn ! IRn ïðîåêöèÿ; ��(I) � èäåàë, ïîðîæäåííûéff Æ � : f 2 Ig. Ïîýòîìó ïðåäñòàâèòåëü F �óíêöèè f èç RR åñòü �óíêöèÿF (�; a) 2 IRIR, çàâèñÿùàÿ ãëàäêî îò ïàðàìåòðà a 2 IRn.Ëèòåðàòóðà1. Kok A. Syntheti Differential Geometry. Cambridge University Press, 1981.2. Moerdijk I., Reyes G.E. Models for Smooth Infinitesimal Analysis. Springer-Verlag,1991.


