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ОБ ОТОБРАЖЕНИЯХ СЕМЕЙСТВ МНОЖЕСТВ 
В ПРОСТРАНСТВЕ ЛОБАЧЕВСКОГО 

В данной статье приводятся примеры семейств множеств в п-
мерном пространстве Лобачевского </Г(я>-2), инвариантность кото
рых относительно биективных отображений определяет эти отобра
жения, как движения в пространстве. Например, можно рассматри
вать п + 1 семейство прямых и отображение, переводящее прямые 
этих семейств в прямые этих же семейств так, что сохраняются 
углы между прямыми. Можно брать в качестве семейства множеств 
и сферы. Аналогичные результаты верны и в евклидовой геометрии, 
однако выясняются некоторые различия, относящиеся к требованию 
непрерывности отображений. 

Пусть \1Х:Х(^Лп\—семейство прямых в пространстве Лп, такое, 
что для всякой точки X прямая 1Х содержит точку X и параллель
на прямой 10, где 0£Лп (в данном направлении на прямой 10). 

Далее все объекты в модели Пуанкаре пространства Лобачев
ского обозначаем теми же символами, что и отвечающие им объекты 
в самом пространстве Л", но со знаком -^ сверху. Если ввести 
аффинные координаты в модели Ж" так, что Л!1 = {х1 > 0}, то 

1х={х1 у0; х2,...,, х" = const], 
а все остальные прямые изображаются полуокружностями: 

xi = Rslny, 
х1 = х\ + R cos <Xj cos <v • • cos V-2 c o s <P> 
X3 = x^ + R sin a, cosa2- • -С08ая_2с08 <p, 
я 4 = x\ + R sina2 cos a3- - •cos an_2 COS <p, 

x" = л£ + R sin ая_2 cos <?; 0 < <p < «, R> 0. 
Движения в пространстве Лобачевского в модели изобразятся 

либо симметриями относительно евклидовой гиперплоскости (Zf-ги-
перплоскости) перпендикулярной ^гиперплоскости Я = { А ; 1 = 0}, 
либо инверсией относительно ^-гиперсферы с центром, лежащим в Н. 

1. Отображения семейств прямых 
Пусть {1Х:Х£Л"\ — упомянутое выше семейство параллельных 

прямых, а \1х:Х^Лп) (& = 1,..., л) —семейство прямых таких, что 
прямая 1\ проходит через X под углом ак к прямой 1Х, причем пря-
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/
Л -га t. 

0, io, ..., /о таковы, что никакие п из них не лежат в одной 
гиперплоскости. 

п 

Положим D x = lx\}\Jlx {l%\lo\. 
Т е о р е м а 1. Если f:Jln—>Лп(п>2) — биективное отображе

ние, такое, что f(Dx) = Df(X), то f есть движение. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть п — 2. 
1. Рассмотрим случай, когда углы «j и а2 равны. 
а) Ясно, что .f(lx) = lf{X), и можно считать, что /(/*) — lf{X) 

(i = l, 2). Этот факт следует из того, что можно взять множества 
Dx и DY (k=i, 2,...) так, что DX[\DY = lx, DY [\DY = lx. (k=£m). 

Если {XtfJLoo — точки, такие, что их ординаты равны, и если 
х] — абсциссы, то xf+1 = xf + d, где d = const > 0. Пусть {Dx)?JLc° 
таковы, что 

Тогда 

D*flD*,+r &'• Dx№x. = 0 U*i ± 1). 
l t-\-l l J 

+ oo -f-oo 

f(UDx^= UDf(Xi) -{I)-

и точки \f{X^\ (— oo < i < + oo) таковы, что если f(X[) = (у), >•?), 
то у) = у), yj+1=y]+^d, где А>0. Это следует из биективности отобра
жения / . 

Пусть L — орицикл, причем L г= {х1 = а — const}, где а — наи-
большее значение ординаты для lxt, lxt • Пусть 

М= U Dx., {Г,} = а П Л * ) \ а П U /х.). (2) 
;" = — о о I / = — о э ' I 

Если {Z,} (— oo < i < + оо) — точки, аналогичные точкам \Yt\ для 
множества f(M), то можно считать, что Z[=f{Yi), т. е. /отобра
жает {Yt\ на {Z,} с сохранением направления (монотонно). В самом 
деле, пусть даны прямые {/,,, lr). По ним однозначно строится 

i I 

множество (2) и, т. к. / сохранит полученную конструкцию, то ут
верждение очевидно. Сдвигая множество М вправо (влево) на d/2,... 
..., d/2k,..., получим на L всюду плотное множество L0, которое 
изометрично (с точностью до множителя X = const > 0) отобразится 
на орицикл L', аналогичный орициклу L для множества f{M). Тогда; 
Z.o=/(Z.0) и Zo —всюду плотное множество на L'. 

(Ь) Пусть X — произвольная точка на L. Тогда существует по
следовательность {Xn)^idL0, монотонно сходящаяся к точке X. 
Если Y — предельная точка на L' для последовательности {f(X„)\, 
то Г = / ( * ) • 

Действительно, пусть 
{Zu Z2, Z3, Z4 | = (6X[\H) \ l x , Wt = lZi[\L (i = 1, 2, 3, 4), 

причем W'i < Ws < W3 < W4 на L (где можно ввести порядок). Тогда 
существуют последовательности {Wt{h)}%LicL0 (i=l,2, 3, 4) такие, 
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что W,(я) <Wt(n + l) (1=1, 3), Wj(л) > UP)(п + 1) ( / = 2, 4) и 
lim Wt(n) = Wt ( i = l , 2, 3, 4), причем W2(n) симметрична W3(n) от-

носительно X на /.. По прямым /^ ( я ) , V,(n) однозначно находится 
прямая /рл такая, что /^ ( л ) , l%nCzDp ; 1%п, lWAn)czDK и прямая 
/РЛ лежит внутри области, ограниченной прямыми l\ и 1% содержа
щей часть прямой 1Х, ордината точек которой изменяется от нуля 
до ординаты точки X. Так как Dx не пересекается с прямыми lWi (я) , 
^w,(n)' ^РП

 и отображение/ сохраняет это свойство и, кроме того, 
отображает последовательности {W^ri)) ( i = l , 2, 3, 4) гомотетично 

А 

на U (т. е. изометрично с точностью до множителя X > 0), то 
А 

f(Dx)=DY. Откуда получаем, что Y=f{X). Итак, / отображает 
л л 

орицикл L гомотетично на орицикл Z/. 
с) Так как f(Dx) = Dj(X), то легко убедиться, что отображение 

А 

/ есть гомотетия, которую можно представить как композицию 
симметрии и инверсий, изображающих движение. Итак, в данном 
случае / есть движение. 

2. Пусть углы <Xj и ос2 различны. Положим 0 < а2 < ai < ^/2. Если 
взять точки {Х„}(—оо<я<+оо) в виде ^B=(r„sina,,r„(l/sinY + cosa1)), 
где {гп\ —- последовательность положительных чисел, такая, что 

г• =—±гп ( - о о < я < + оо), 
Sin a2 

то возможна конструкция аналогичная (2) с ^-касательной эквиди-
А о 

стантой е, проходящей через точку (0, 0) и наклоненной к оси х 
под углом у, где sin у = (sin ̂  — sin a2)/sin (ai + аг)- Числа {гп\ будут 
радиусами полуокружностей, изображающих прямые из множества 

-f со 

М = U Dx . 

Рассмотрим прямые 1Х и 1Х . Можно построить новую после
довательность точек {Yn\, аналогичную последовательности \Х„), 
причем так, что Yn£lx , а Yn+2^lx , т. е. точка Yn+1 будет нахо-

ttl ш т 1 

диться на прямой lv , лежащей на плоскости Л между прямыми 
1Х и 1Х , а соответствующая ^-касательная эквидистанта прохо
дит через точку 

/ -/• Sin a, \ Sin a, 

Но тогда прямая lv отметит на прямой l\ точку, которая го-
*п+\ т 

мотетично будет отображаться в аналогичную точку для множеств 
f[UDx ]я/{[]Ог]. 

1 п п п п 
Для последовательности \Yn\ можно повторить это рассужде

ние и в результате получить на прямой 12хт всюду плотное множе-
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ство точек, которое будет гомотетично отображаться на аналогич
ное множество на прямой f(ix ). И вообще, на множестве Ж суще
ствует всюду плотное множество. М0, гомотетично отображающееся 
на всюду плотное множество М0 на множестве f(M). 

Пусть / — прямая, проходящая через точку X множества М, 
и / —прямая, симметричная прямой 1Х относительно прямой 1Х . 
Тогда можно найти последовательности точек {Yn} и \Zn\ из мно-

д д 

жества М„ такие, что прямая / зажата между прямыми {1Г } и 

\lz }, причем прямые {lY \ расположены левее прямой /, а прямые 

\lz\ — правее, т. е., если 

TOH'^fW, {Wn} = {tzJ{]H, {V, W\^i(}H, 

то V„<Vn+1, llm Vn = V, W„> Wn+l, \lm Wn=W, считая, что на 
rt -> со tl~*-oo 

H задан порядок. 
л 

Поскольку отображение / сохранит всю эту конструкцию, то 
прямая / отобразится на прямую, проходящую через точку f(Xm) и 
^-симметричную прямой f(lx ) относительно прямой f{lx ), т. е. пря-

т т 
мые /, / , 1хт образуют множество, рассмотренное в п. 1). Отсюда 
лолучаем требуемое утверждение об отображении / . 

Теорема для и = 2 доказана. 
3. Пусть теорема верна для любой размерности меньшей, чем п. 
4. Рассмотрим «-мерное пространстве Лобачевского. 
a) Через Р'х (1 = 1,..., п) обозначим двумерную плоскость, на

тянутую на прямые 1Х и 1Х. Тогда f(P'x) {i = 1,..., п.) будет также 
двумерной плоскостью. В самом деле, на плоскости Р'х найдется 
прямая ty, проходящая через точку Y£P'x такая, что 11у[\1'хЧ=0 и 
/кГ)(х¥=0. Но тогда, рассматривая /(Р'х) в модели Клейна про
странства Лобачевского, видим, что f(P'x) содержит три Я-прямые, 
имеющие непустое пересечение1'. Двигая прямую 1'у по плоскости Р'х 
так, что lly[\lx=j= 0 и 1у{]1х^=0, получим, что кусок плоскости 
Рх перейдет в кусок Я-плоскости в модели Клейна, и, так как с по
мощью прямых 1'у, 1Х, 1Х можно исчерпать всю плоскость Р'х, то 
f{Px) в модели Клейна есть ^'-плоскость, т. е. /(Р'х) будет двумер
ной плоскостью. 

b) Существуют две прямые l'x, lx (i- ¥= k) такие, что некоторая 
плоскость P;

y(j=^it k) пересекает плоскость Рх, натянутую на пря
мые l'x и 1Х в точках этих прямых. Пусть / = Ру [\РХ — прямая, по
лучаемая в пересечении. Ясно, что прямая / есть некоторая пря
мая l'z и, значит, переходит в прямую при отображении / . Но тогда 
в модели "Клейна множество f \РХ)- содержит три iJ-прямые, имею
щие непустое пересечение. Так же, как и в п. 4. а), можно пока-

'* Образом прямой будет прямая. \ 



28 А. К. Гуц 

зать, что f(Px) есть двумерная плоскость. Далее под плоскостью 
Рх понимаем плоскость, порожденную прямыми 1Х и Гх. 

c) Пусть О —гиперплоскость, натянутая на прямые / 0 , / о , . . . 
..., 1о. Множество /(G) есть гиперплоскость. Действительно, это 
тривиально при /г = 3, т. е., когда dim G = 2. Если предположить, 
что это верно для dimG</z — 1 , то можно считать, что образ 
(я — 2)-мерной плоскости Ои порожденной прямыми 10, /о,..-, /о -1 , 
будет (п — 2)-мерной плоскостью, лежащей в гиперплоскости Е, по
рожденной прямыми/(/0), f(Lz

0),...,f(lo), причем/(Gj) натянута на 
fVoh /Со) , - . , / ( /о - 1 ) . Пусть /; (0) = /(/£). Но тогда/(G) с £ и, если 
^—произвольная точка гиперплоскости Е, не лежащая в /(G^, то 
существует прямая 1у, проходящая через точки X и Y, где Y^f(Gi). 
Отсюда следует, что f"1 (X)(^G и, значит, /(О) — Е, т. е. /(G) есть 
гиперплоскость. И вообще гиперплоскость, порожденная прямыми 
1Х, /х,..., f̂~2, отображается на гиперплоскость. Без ограничения 
общности можно считать, что 

f(lx)-l
f(xy f(&) = lfm. ( й = 3 , . . . , /г), / ( / х

+ 1 ) = / ; Й , f(0) = G, 

где /i+ 1 есть прямая, получаемая в пересечении гиперплоскости G 
и плоскости Р х из п. Ь), т. к. существует движение, с помощью 
которого этого можно добиться. При этом, конечно, прямые 1Х и ix 
будут отображаться в некоторые другие прямые, но, имея это 
в виду, считаем, что f{llx)=ilf(x) (i = l. 2). Но тогда в гиперплоско
сти G есть множество 

Тх=1х\}Пй1/х 

такое, что f(Tx)=.Tf{Xh X^G. 
В силу п. 3 отсюда следует, что / есть движение на гиперплос

кости G, т. е. любую прямую, лежащую в G, переводит в прямую,, 
Л Л 

лежащую в G, а отображение / есть гомотетия на G. 
d) Пусть / — произвольная прямая, не лежащая в G. Тогда 

можно считать, что l{\G=/= 0 в силу п. с), и представить /, как пе
ресечение двух плоскостей Q1 и Q2, причем Ql(i=\, 2) есть плос
кость, натянутая на прямые Д и /, где X— точка пересечения пря
мой / с гиперплоскостью G. Пусть //==Qif|G. Это есть прямая, и 
существует точка Z такая, что плоскость Pz пересекает Q1 в точ
ках прямых 1Х и /,. Так как отображение / переводит прямые lx, lt 
и /3, где /3 = /4D-QI> В прямые, то в модели Клейна множество /(Qj) 
содержит три Zf-прямые, имеющие непустое пересечение, и значит, 
как и ранее, можно показать, что /(Q,) есть плоскость. Значит 
f(Qi) (i=l, 2) есть плоскость. Но тогда f(l)=f(Qi)[)f(Q2) будет 
прямой. 

e) Итак, отображение / переводит любую прямую в прямую,. 
Л 

но тогда, используя п. 4. с), легко убедиться, что / есть гомотетия. 
л 

на Ла, т. е. / есть движение. 
Теорема доказана. 
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Пусть {1х'-Х^Лп\ (£ = 1,..., п + 1) — семейство прямых, такое, 
что прямая 1х проходит через точку X под углом ак к прямой 1Х . 
Пусть прямые /х,..., lx+1 таковы, что никакие и из них не лежат 
в одной гиперплоскости. 

С л е д с т в и е . Если f:JI'l-+Jln (п > 2) — биективное отображе
ние такое, что f(Dx) = Df{X), где Dx=\}ix {<-x!Uob то / есть 
движение. 

2. Отображение сфер 

Пусть {1х:Х£Лп} — указанное во введении, семейство прямых. 
Псевдоцентром сферы Sx(r), где Х£1Х, называется точка Y, отстоя-

Г 

щая от точки X на прямой 1Х на расстоянии Alnsh—• в направле
нии параллельности прямых заданного семейства. Псевдоцентр в 
модели Пуанкаре изображается /-"-центром сферы Sx (r). Гиперсферу 
SY(f) с псевдоцентром X будем обозначать через £х. 

Т е о р е м а 2. Если. f:JIn-+ Л" (п > 2) — биективное отображе
ние такое, что / (£х) = Iif(X),,mo f есть движение. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , а) Пусть L — орицикл такой, что L бу
дет Я-параллельным ^-гиперплоскости / / = { J C 1 = 0}, и {Л„}я=-°° —по
следовательность точек на L на расстоянии г друг от друга. Тогда 
вид множества 

м= +u s x 

сохраняется после отображения, что видно на модели Пуанкаре. 
Значит точки {Хп\ отобразятся в аналогичные точки {Х'п\, лежащие 
на орицикле L', который лежит в гиперорисфере Н' такой, что 
Н' == \х' = const > 0}. 

Если {F„} —другие точки на L, аналогичные точкам \Хп), то 
они отобразятся в точки {Y'n\ на орицикле L", лежащем в гиперори-
сфере Н" = {х1 = const > 0}, причем орициклы L' и L будут £-па-
раллельиыми. Называя указанные точки {Хп\ r-орициклом, получаем, 
что г-орицикл отображается на r-орицикл, причем монотонно. 

Ь) Будем называть ^-треугольником множество Т, состоящее 
из вершин и точек на расстоянии г друг от друга треугольника, 
стороны которого являются отрезками орициклов длины (2k+1) г, 
где k — натуральное число, лежащего в гиперорисфере //={л: = 
= const > 0 .̂ Ясно, что / отображает ^-треугольник на &-треуголь-
ник. Значит гиперорисферы Я' и Н" из п. а) совпадают. 

Пусть дано множество М из п. а). Фиксируем точку Х0 на М 
и рассмотрим /^-треугольники Tt(i=\, 2, ...)• такие, что одна их 
сторона Lt лежит на орицикле L, а Х0^7"г, причем Х0 есть средняя 
точка стороны LJ. Кроме того, все треугольники лежат в двумер-

л 

ной орисфере Р такой, что Р будет f-параллельна гиперорисфере 
//.Когда в. каждой точке множества Tt взята сфера ЕА., то получен-
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ное множество обозначим через Tt. Пусть числа ki(i=l, 2,...) та
ковы, что 

Через вершины Yt треугольников, противолежащих стороне LJ, и 
точку Х0 проведем орицикл К. Пусть \Zn}n=-co есть г-орицикл, соот
ветствующий К, причем X0 = ZQ. Тогда 

-f-oo 

Sy.fl U Zz Ф0 ( »=1 , 2,...)-

После отображения вся эта конструкция сохранится и г-орицикл 
{Zn\, ортогональный г-орициклу {Хп\, перейдет в г-орицикл {Z'n\,. 
причем г-орициклы {Х'п\ и {Z'n\ будут ортогональными и будут ле-

л 
жать в одной орисфере ^-параллельной гиперорисфере Н. 

c) Пусть S есть г-сетка, т. е. множество точек, являющихся 
точками пересечений двух ортогональных семейств орициклов, ле
жащих в орисфере Р, причем орициклы каждого семейства отстоят 
один от другого на расстоянии г. Тогда из п. Ь) следует, что г-
сетка S отобразится в г-сетку, откуда следует, что К2г-орицикл 
отобразится в К2г-орицикл. 

Если L и К являются г-орициклом и К2г-орициклом с общей 
точкой, причем соответствующий им орицикл один и тот же, та 
это же будет наблюдаться и после отображения. Значит точки на 
орицикле на расстоянии *г, где * — дробная часть числа | /2 , пе
рейдут в такие же две точки, т. е. (п — 2)-мерные сферы %х(*г) ра
диуса у.г, лежащие в гиперорисфере переходят в такие же сферы. 
Но тогда, рассматривая хг-сетку, можно все рассуждения повто
рить. В итоге, лежащие в гиперорисфере (п — 2)-мерные сферы 
Hx(%mr), при отображении переходят в аналогичные для любого на
турального числа т. Отсюда уже легко заключить, что орицикл L 
из п. а) отображается на аналогичный орицикл, т. е. / ({х 1 = а}) = 
= {л;1 = р}, где а, р = const > 0. 

d) Рассмотрим множество 

Кх= U S r , XGH. 
re i~ 'ьх 

л 
Это есть iJ-конус с вершиной X. Если бы f(Kx) не было ^-конусом 
с вершиной Х*£Н, то нашлись бы две сферы 2Г и 2Z из f{Kx), 
псевдоцентры которых не лежат на прямой lY, причем 2Г имеет с 
Sz всего одну общую точку W. Но тогда гиперорисфера G, содер
жащая точку W, пересекается с £ г и Sz еще по некоторым множе
ствам мощности континуум. Это противоречит тому, что прообразы 
сфер Бг и 2Z могли пересекаться с гиперорисферой / - 1 (G) только 

А Л Л 

по точке f (W). Итак, f(Kx) = Kx* и, кроме того,/(/х) =/ / ( Х ) . 
Л 

e) Пусть Кх есть £-конус из п. d). Пусть 1у — прямая такая, 
Л 

что она отлична от прямой 1Х, и точка Y принадлежит границе Сх 
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множества Кх- Тогда существует такая сфера %zcz Кх, что F £ E Z . 
Но отсюда сразу следует, что f(Y) принадлежит границе множества1 

л л л 

Кх,- Значит f(Cx)= Сх,. 
i) Пусть X — произвольная точка в пространстве. Тогда множе

ство Кх, являющееся пересечением всех множеств KY (Y£H) та
ких, что Х£СУ, будет круговым Zf-конусом того же раствора, что 

л л л 
и ^-конусы Ку. Пусть L — часть прямой 1Х, координата х которой 
меняется от такой же координаты точки X до бесконечности. Тогда 
множество 

Кх=Лп\ U Кг 
1[\КуФ0 

т-т л _ Л 
будет .также £-конусом в модели Пуанкаре и Кх \}КХ есть двой-

Л _ 
ной £"-конус. Ясно, что Кх при отображении перейдет в такой же 

л 
iJ-конус, т. е. / сохраняет двойные £-конусы, а также их границы. 
Далее под £-конусом Сх понимаем границу двойного ^-конуса. 

g) Продолжая £-конусы Сх на всё евклидово пространство Е" 
естественным образом и рассматривая отображение 

F(X)> 
f(X), ХСЛ\ 
X*, Х^Н, 
оо / о а"1(АО, X^{xl<Q), 

где о —симметрия относительно ^-гиперплоскости Н, получим, что 
отображение F-.E^-^E" биективно и Е(СХ) = CF,X). Но тогда по тео
реме А. Д. Александрова [1], [2] отображение F будет аффинным,, 
т. е. 

Pk (X) = S atх1 + ak (k = 1,..., п). 

Поскольку F{H) = H, то а\ = 0 (k = 2,..., п), а1 = 0, и в силу 
Л Л 

F(/X) = //?(X) следует а\ = О (& = 2,..., п). Так как образ £-сферы 
х22 + ... + xn* = R2 есть (п — 2)-мерная Я-сфера в Н, то матрица А,. 
соответствующая F, имеет вид 

га\0...0 
О 

О 
и 

где (/ — унитарная матрица. Но вектор (1, tga, 0,..., 0), где a — 
угол, равный половине раствора наших конусов, после отображения 
должен иметь угол а с вектором (1, 0,..., 0). Отсюда находим* 
что а 1. 
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Итак, / можно представить как композицию симметрии отно
сительно ^-гиперплоскостей, ортогональных '/^-гиперплоскости //, 
т. е. / есть движение. Теорема доказана. 

Пусть Sx обозначает гиперсферу радиуса г > 0 с центром в точ
ке X в «-мерном пространстве Лобачевского. 

Т е о р е м а 3. Если f': JJ" —* Л" (п > 2) — биективное отображе
ние такое, что f(Sx) = S/iX), то /есть движение. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть / — произвольная прямая и {Xn\t=-«> — 
последовательность точек на ней таких, что для всякого п точка 
X принадлежит сферам Sx и Sx , а точки Х„ь Хп+г принад-

П— 1 Л + 1 

лежат сфере Sx . Пусть п 
4*оо 

м = и s 
Так как после отображения эта конструкция сохранится, то точки 
\Х„\ перейдут в точки {Х'п\, лежащие на прямой /', на расстоянии 
г друг от друга. 

Пусть {Z„}n=-o° —другая последовательность аналогичных точек 
на прямой /. Они перейдут в точки {Z'n\ на прямой I". Прямые /' и 
Г либо скрещиваются, либо параллельны, либо расходятся, либо 
совпадают. Первые три ситуации невозможны, т. к. множества М 
и K==\]SZ пересекаются друг с другом по каждой из составляю-

п я 
щих их сфере, и значит этот факт должен наблюдаться и после 
отображения, чего в упомянутых ситуациях быть не может. Это 
хорошо видно на модели Пуанкаре, в которой сфера Sx изобража
ется ^-сферой радиуса ^ sh— с центром ( JC1 ch—, x2,..., хп ) , где 

k \ k J 
(х1,..., х") изображает точку X, a k — const определяет геометрию Ло
бачевского. 

Итак, прямые /', /" совпадают. Но тем самым показано, что 
отображение / есть движение, поскольку можно считать, что f(lx)= 
= lf(X), и далее вести доказательство, как в пп. (d), (e), ( / ) , (g) 
теоремы 2. Теорема доказана. 
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