Задачи по теории вероятностей (1 семестр)

( номера даются по задачнику  А.М. Зубкова, Б.А. Севастьянова и В.П. Чистякова  1989 г. изд.,  в скобках – 1980 г. изд.)


   
1.   № 2.27  (2.24)               2.   № 2.28  (2.25)


3. В лабиринте, изображенном на рисунке,

искатель клада на каждой развилке выбирает
дорогу наугад. Какова вероятность того, что 

он доберется до клада, если он начинает

с места, указанного звездочкой?

(4. Игроки А и В задумывают разные двухэлементные комбинации из символов «орел» (О) и «решка» (Р) (например, ОО и РО). Затем симметричная монета подбрасывается до тех пор, пока в конце серии не возникнет комбинация, придуманная А или В; чья комбинация появится первой, тот и выигрывает. В нашем примере в серии ОО выигрывает А, а в сериях РО, РРО, ОРО, РРРО и т.д. выигрывает В. Обозначим через P(ОО|ОР) вероятность выигрыша комбинации ОО у комбинации ОР. Найти P(ОО|РО), P(РО|ОО), P(РО|ОР) и P(ОО|РР).

☻5.Преподаватели Хренов и Редькин принимают экзамен по теории вероятностей в разных аудиториях, а студент Буриданов решает проблему выбора. Он рассуждает так: «что к Хренову идти, что к Редькину – все едино, вероятность сдать экзамен равна 0.6. А вот поскольку я не могу сдавать им одновременно, то вероятность сдать экзамен кому-нибудь из них равна 0.6+0.6=1.2. Так жить еще можно, буду сдавать кому-нибудь!»

6. В лифт семиэтажного дома на первом этаже вошли 3 человека, каждый из которых с одинаковой вероятностью может выйти на любом этаже, начиная со второго. Найти вероятности следующих событий:

а) все пассажиры выйдут на четвертом этаже;
б) все пассажиры выйдут на одном этаже;

в) все пассажиры выйдут на разных этажах.

7. Номер автомобиля содержит 4 цифры. Покажите, что вероятность того, что среди номеров первых встретившихся вам 13 автомобилей найдутся хотя бы два, у которых совпадут две последние цифры, больше 0.5!

8. В некоторых сельских местностях России существовало когда-то следующее гадание. Девушка зажимает в руке шесть травинок так, чтобы концы торчали сверху и снизу; подруга связывает эти концы попарно сверху и снизу. Если при этом все травинки оказываются связанными в одно кольцо, то это должно было означать, что в текущем году девушка выйдет замуж. Как велики шансы этой девушки? Решить эту задачу для 2к  травинок.
(9.  № 1.29 (1.27) (простой перебор будет цениться по минимуму, вывод аналитической формулы - по максимуму).

☻10. Придумать как можно больше типов выборок из n элементов по k (кроме тех четырех, которые изучались на лекциях) и посчитать количество выборок каждого типа.

11. Найти вероятность что-нибудь выиграть в спортлото 5 из 36.

12. Сколько нужно вынуть наудачу карт из полной колоды (52 карты), чтобы с вероятностью, не меньшей 0.5, можно было утверждать, что

а) среди выбранных карт есть пики;
б) среди выбранных карт есть карты одной масти.

(13. (Парадокс второго туза)  52 карты сдают на четверых; один из игроков объявляет, что среди 13 сданных ему карт есть туз. Пусть p обозначает вероятность того, что среди остальных его карт имеется второй туз. Теперь предположим, что игрок объявил, что среди сданных ему карт есть туз пик. Обозначим через q вероятность того, что среди остальных его карт есть второй туз. Найти p и q и показать, что  p < 1/2 < q .
14. Найти вероятность того, что у игрока в покер (сдают 5 карт из 52) будет

а) флеш ройяль (десятка, валет, дама, король и туз одной масти);
б) каре (четыре карты одного значения);
в) фул (три карты одного значения и две карты другого значения);

г) стрит (пять последовательных по значению карт произвольных мастей);

д) тройка (три карты одного значения плюс две карты других значений, различающихся по значению между собой;

е) двойка (пара карт одинакового значения плюс три отличные от них по значению и различные по значению между собой карты).
☻15. Студенты на зачете решают следующую задачу. Среди 16 команд высшей лиги по футболу 5 московских. Найти вероятность того, что при случайном распределении мест весь пьедестал почета будет занят московскими командами.

   Студент Тройкин: Исходами эксперимента (чемпионата) являются списки команд в порядке занятых ими мест. Таких списков 
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 В  благоприятных исходах первые 3 места надо заполнить московскими командами, это можно сделать 
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 способами, остальные 13 мест можно заполнить 
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 способами. Искомая вероятность равна  
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   Мудрый преподаватель Мудрищев: правильно!

   Студент Четверкин: Так это же гипергеометрическое распределение! 16 команд, 5 «отмеченных», наудачу тащат 3,  вероятность, что все они «отмеченные» равна 
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    Мудрый преподаватель Мудрищев: и это правильно!

    Студентка Пятеркина: тогда получается, что безразлично​​ – брать упорядоченные или  неупорядоченные выборки!  Это же неправильно!

    Мудрый преподаватель Мудрищев:  и  ты права!

    Прав ли мудрый преподаватель Мудрищев?
16. (Проблема Джона Смита, 1693 г.) Одинаковы ли шансы на успех у трех человек, если первому нужно получить хотя бы одну шестерку в 6 бросаниях игральной кости, второму - хотя бы 2 шестерки в 12 бросаниях и третьему - не менее трех шестерок в 18 бросаниях?

17.   № 2.55  (2.48)         18.   2.57 (2.50)+2.58 (2.51)     
☻19. Пусть в игре  «Любовь  с первого взгляда» каждый выбирает себе партнера наудачу. Этот случайный эксперимент является схемой Бернулли, где i-е испытание – выбор партнерши i-м юношей, успех – образование пары, вероятность успеха 
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 и вероятность образования k пар равна  
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 Так ли все просто в любви? А слабо посчитать вероятности образования k пар (k=0,1,…,n) при игре с n юношами и n девушками?
(20. Вовочка пришел в тир, в котором за каждое попадание в цель выдают дополнительный патрон, а если число попаданий превысит 10, то еще и бюст любимого учителя математики. Вовочка с детства мечтал о таком бюсте, поэтому он купил 5 патронов и стрелял до тех пор, пока все (и купленные и дополнительные) патроны не кончились. Найти вероятность осуществления Вовочкиной мечты, если в каждом выстреле он попадает с вероятностью 0.6.        
21.   № 2.65  (2.58)      22.   № 2.66  (2.59)        
23. Найти вероятность того, что при повторении опыта   ………………………
вы получите результат не хуже.

24. Корректура в 500 страниц содержит 300 опечаток. Найти тремя способами вероятность того, что на наудачу взятой странице будет не менее трех опечаток. Какой из способов предпочтительнее? 
25. Найти вероятность того, что из трех наудачу выбранных отрезков длины  ( L можно составить треугольник.

(26. Отрезок наудачу ломают на 2 части, а затем больший обломок снова наудачу ломают на две части. Найти вероятность того, что из полученных обломков можно составить треугольник.

27. Найти вероятность того, что сумма двух наудачу выбранных из  (0,1) чисел не превзойдет 1, а их произведение будет не больше 2/9.

28. На отрезок наудачу бросают 3 точки, одну за другой. Какова вероятность того, что третья по счету точка упадет между двумя первыми?

29. Из полного набора костей домино наугад берутся две кости. Найти вероятность того, что их можно приставить друг к другу.

30.    № 2.37 (2.30)
31. Подводная лодка выпускает по кораблю 3 торпеды, каждая из которых попадает в корабль с вероятностью 0.2. Торпеда, попавшая в корабль, с одинаковой вероятностью может попасть в любой из трех отсеков, на которые разделена подводная часть корабля. Найти вероятность того, что корабль будет пущен ко дну, если для этого нужно, чтобы было поражено не менее двух отсеков.

32. В городе О автобус в сторону озера ходит в 2 раза чаще, чем в сторону реки и в 3 раза чаще, чем в сторону болота, и больше вообще никуда не ходит. В реке рыба клюет с вероятностью 0.4, на озере - с вероятностью 0.3, а на болоте почему-то вообще не клюет. Приехав в город О, рыбак сел в первый попавшийся автобус, приехал на место, 3 раза закинул удочку и рыба клюнула 1 раз. Что вероятнее - что он удил в реке, на озере или на болоте?

(33. Игра в «крэпс» заключается в следующем. Игрок бросает 2 игральные кости и сразу выигрывает, если сумма выпавших очков равна 7 или 11 и проигрывает, если она равна 2, 3 или 12. Всякая другая сумма - это его «пойнт». Если в первый раз выпал «пойнт», то игрок бросает кости еще до тех пор, пока он не выиграет, выбросив свой «пойнт», или не проиграет, получив сумму, равную 7. Какова вероятность выигрыша в крэпс? Выгодна ли эта игра для игрока?

☻34. Мудрый преподаватель Мудрищев, оценивая шансы собирающегося сдавать экзамен студента, рассуждает так: «Задам я ему наудачу один вопрос из двух, которые будут у него в билете. Вероятность 
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 того, что он ответит на этот вопрос, считается по формуле полной вероятности, где гипотезы  
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- студент знает i вопросов в билете, i=0,1,2. Что это за студент и что он знает – я понятия не имею, поэтому отдать предпочтение какой – либо из гипотез я не могу, так что 
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 Но если вероятность ответить на один вопрос из двух равна ½ - это просто означает, что студент знает один вопрос из двух. Все-таки великая наука теория вероятностей: я студента еще в глаза не видел, а уже по науке ставлю ему три балла – и до свидания!»  Прав ли мудрый преподаватель Мудрищев?
35. Заполнить в ТАБЛИЦЕ графы «Математическое ожидание» и «Дисперсия» для дискретных распределений.

36. На пути движения автомобиля n светофоров, каждый из которых с вероятностью p разрешает и с вероятностью ((p запрещает дальнейшее движение. Найти распределение и среднее число пройденных без остановки светофоров.

37. В ящике 3 зеленых и 2 красных яблока. Яблоки вынимаются наудачу до тех пор, пока не появится красное яблоко. Найти математическое ожидание и дисперсию числа извлеченных яблок, если 

а) зеленые яблоки выбрасывают;

б) зеленые яблоки возвращают обратно.

38. Согласно законам о трудоустройстве в городе N, наниматели обязаны предоставлять всем рабочим выходной, если хотя бы у одного из них день рождения. За исключением этих выходных рабочие трудятся весь год из 365 дней. Предприниматели хотят максимизировать среднее число рабочих человеко-дней в году. Сколько для этого нужно нанять рабочих?

(39. На вершине куба сидит муха, на одной из соседних вершин - паук. Муха ползает по ребрам куба, выбирая в каждой вершине ребро наудачу. Считая, что ребро проходится за единицу времени, найти среднее время жизни мухи.

☻40. Желая улучшить нищенское материальное положение своих студентов, мудрый преподаватель Мудрищев предлагает им беспроигрышную игру. Он пишет двум студентам  на лбу  по одному из двух последовательных случайных натуральных чисел. Игрок с меньшим числом проигрывает и платит другому сумму в рублях, равную числу, написанному на его лбу. Каждый игрок рассуждает так: «При условии, что на лбу соперника я вижу число k, у меня на лбу с  вероятностью 1/2  может быть написано либо k-1, либо k+1 и мой средний выигрыш равен
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 EMBED Equation.2  [image: image14.wmf](
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».  «Забирайте оба свои полтинники и ни в чем себе не отказывайте» – напутствует студентов мудрый преподаватель Мудрищев.

41. Заполнить в ТАБЛИЦЕ графы «Математическое ожидание» и «Дисперсия» для непрерывных распределений.

42. На интервал (0,1) наудачу и независимо друг от друга  бросают 3 точки. Найти функцию распределения, математическое ожидание и дисперсию крайней справа точки. 

43. Имеется кубический бак  с  горючим, заполненный на 3/4 своего объема. С равной вероятностью на любой из шести стенок бака и в наудачу выбранной точке стенки появляется пробоина от осколка; горючее выше пробоины вытекает. Найти распределение, математическое ожидание и дисперсию оставшегося   горючего.

44. А и В договорились встретиться между двенадцатью и часом дня, причем каждый из них должен был выбрать момент прихода наудачу и независимо от другого. Но В забыл перевести часы на летнее время и выбрал момент прихода наудачу между часом и двумя, а А ждал его до тех пор, пока он не пришел. Найти распределение, математическое ожидание и дисперсию времени ожидания.

45. На единичной окружности с центром в начале координат наудачу выбирается точка и в ней проводится касательная к окружности. Найти среднюю длину отрезка касательной между точкой касания и точкой пересечения касательной с осью ОХ.

(46. На окружности независимо и наудачу выбраны точки А и В. Найти распределения и средние значения длин дуг АВ, ВА, наименьшей из них и распределение и среднее длины дуги, содержащей заданную фиксированную точку.

☻47. Мудрый преподаватель Мудрищев снова учит, как из ничего сделать что-то. Пусть, говорит он, 
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- случайная величина с непрерывной функцией распределения. Тогда 
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 Это называется  «в действительности все 
не так, как на самом деле»: в функцию, тождественно равную нулю подставили что-то - и

получили 1!

48.   № 3.16 (3.8)        49.   № 3.51 (3.27)       

50.   № 3.41 (3.9) (найти совместное распределение  
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51.   № 3.20 (--)        52.   № 3.27 (3.12)       53.     3.61 (3.43)

ПРИМЕЧАНИЕ. Знаком (помечены призовые задачи, знаком ☻– «заморочки».
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